ISACCO NEWTON
(1704)

TRACTATUS DE QUADRATURA CURVARUM
SULLA QUADRATURA DELLE CURVE

(Traduzione e note del Prof. ETtorE Carruccio). (1)

INTRODUZIONE

Considero in questo lavoro e grandezze matematiche non come
costituite di parti piccole a piacere (%) ma come generate da wn
moto continuo, _

Le linee vengono descritte non mediante addizione di part,
ma per moto continuo di punti; le superficie per moto di linee;. i
solidi per moto di superficie, gli angoli per rotazione dei loro lati;
1 tempt per flusso continuo e cosi in altri casi analoghi.

() Nell'eseguire questa traduzione dall’originale ho tenuto- anche Ppre-
sente la traduzione .tedesca di G, KowaLEwskI {(Ostwald’s Kliassiker der
exaklen Wissenschafien, N. 164, Leipzig, 1908) e mi son valso di qualcuna
delle note in essa comtenute. ‘La traduzione & riprodotta mnel fascicolo del
febbraio 1938 del Periodico di Maiemaiiche.

() N. qui accenna al metodo degli indivisibili dj CAVALIERI cui si allude

" di nuovo verso la fine di questa introduzione. Pi esplicitamente N. parla del
detto metodo nello Scolio con cui termina la prima sezione del libro I dei
Philisophiae naluralis Principia  mathematica.

V. la traduzione del detto Scolio a pag. 96 idel volume I. NEwTon, Prin-
cipii di Filosofia naturdle... per cura di F. ENrRQUEs e U. Fortt vol: m. 3
di questa collezione.

Per notizie storiche sul metodo degli indivisibili v. il presente volume
pag. 20 e seg. i
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Queste generazioni hanno veramente luogo in mnatura, e si
osservano ogni giorno me! movimento dei corpt. In questo modo
gli antichi indicarono la generazione del rettangolo come descritto
da un segmento mobile perpendicolare ad un segmento fisso.

Considerando dunque che quantitd generate, crescendo in tem-
pi uguall, riescono maggiori o minori secondo la velocity maggiore
© minore con cui crescono, ho cercato wn metodo per determinare
le grandezze dalle velocith dei moti o degli incrementi con cui
si generano; chiamando fussioni queste velocitd di accrescimento,
e fluenti le quantity generate, ghmsi a poco a poco negli - anni
1665 ¢ 1666 al metodo delle flussioni del quale qui faccio uso
nella quadratura delle curve.

Le flussioni si possono considerase con approssimazione arbi-
trariamente grande come gli incrementi. delle fluenti, generati du-
rante intervalli uguali di tempo piccoli a piacere; in modo pit
preciso sono direttamente proporzionali aghi incrementi istantanei
delle fluenti, e si possono poi rappresentare mediante linee qual-
siansi ad esse proporzionali.

Cosl, per esempio, {’area del triangolo mistilineo ABC e
'area del rettangolo 4BDG, siano generate dal moto uniforme
delle ordinate BC ¢ BD che avanzano sulla base AB; allora le
flussioni di queste aree staranmo fra loro come le ordinate BC e
BD che le generano; percht quelle ordinate stanno fra loro come
gli incrementi istantanei delle aree (). v

Avanzi Pordinata BC dalla sua posizione ad un’altra qual-
sias1 B'C”, ' :

Si completi il parallelogramma BCEB’ e si conduca la retta
VT tangente alla curva in C, che incontri i prolungamenti di

) Si osservi risultare da questo esempio che la derivata dell'area di un
tiangolo mistilineo o di un trapezoide rispetio all'ascissa & I'ordinata variabile.
Siccome d'alira parte l'area vien determinata mediante una quadratura o,
come diciamo moi, infegrazione a partire dall’ordinata considerata come fun-
zione dell'ascissa, ¢ contenuto implicitamente nell’esempio mna dimostrazione

“del teorema fondamentale del calcolo infinitesimale che esprime il caraltere in-

verso delle operazioni di derivazione e d'integrazione. Applicazioni di questo

teorema fa N. nella Prop. V e seguenti della presente monografia.
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B'C’ ¢ BA rispettivamente nei punti 7 e V. E gli incrementi
ora ottenuti dell’laspissa AB, dell’ordinata BC e della curva ACCr
saranno rispettivamente BB, EC’, ¢ l'arco CC". E direttamente
propoizionali a questi incrementi istantanei sono 1 lati del trian-

&
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-

G

golo CET; e percid le flussioni delle stesse 4B, BC e AC sono
rispettivamente proporzionali ai lati dj quel triangolo CET: CE,
ET, TC, e si possono rappresentare mediante quegli stessi lati,
o ¢io che fa lo stesso mediante i lati del triangolo simile al pri-
mo VBC (%), ' :

Si ricade negli stessi risultati se si trovano Je flussioni applicando
il metodo delle ultime ragioni di grandezze evanescenti (?). Si con-
duca la retta CC’ ¢ la si prolunghi sino a un punto K. Ritorni ’or-
dinata B'C” nella sua posizione primitiva BC « venendo a coincidere
ipunti C e C, la retta CK coinciderd con la tangente CH, ¢ i
triangolo evanescente CEC nell’ultima sua forma diventera simile

(") Secondo la denominazione introdotta da LEmNZ il triangolo CET
al limite diventa il triangulum  characteristicum inassignabile. LEIBNIZ stesso
dice d'aver imparato a comsiderarlo da PascaL e chiama il triangolo VBC
triangulum  characteristicum assignabile.

() Le wltime ragioni di due quantity sono in linguaggio modemo, il fi-
mite del rapporto di due variabili che tendono insieme a zelro,

Di questo argomento N. aveva gid trattato mella sectio prima del liber
primas dei Principia (1686), che ha per titclo: De methodo rationum pri-
marum et ulfimarum cuius ope sequentia demonstrantur, v. in particdlare lo
Scolio gia citato,
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al triangolo CET, ed i suoi lati evanescenti CE, EC’, C’C, saranno
infine proporzionali ai lati dell’altro triangolo CET. : CE, ET,
TC, e percid saranno proporzionali a tali segmenti anche le flus-
sioni delle linee 4B, BC, CA. Se i punti C, ¢ C” distano di un
intervallo comunque piccolo; la retta CK divergerd di un piccolo
angolo dalla tangente CH. Perch? la retta CK coincida con la
tangente CH e si trovino le ragioni ultime delle linee CE, EC* C'C,
devono sovrapporsi e coincidere 1 punti C e C¥. Gli errori, anche
minimi, In matematica non sono da trascurarst. .

Analogamente se si descrive un circolo, di centro B e di raggio

BC [variabile], su di un piano perpendicolare all’asse delle ascis-

se AB, e lo si muove di' moto uniforme [in modo che il suo centro
cada sempre sulla retta 4B ed il suo piano resti perpendicolare ad
essa], la flussione del solido generato ABC sari proporzionale al-
I'area di quel circolo generante, e la flussione della superficie del
solido sara proporzionale al perimetro di quel circolo e alla flus-
sione della curva 4C [ciog al prodotto delle due quantita]. Infatti
nel tempo in cui il solido ABC viene generato spostando il centro
di quel circolo lungo I'asse delle ascisse 4B, contemporaneamente
: la superficie del solido viene
generata «dal movimento di
quella circonferenza che scorre
lungo la curva AC,
Di questo metodo wedi an-
che gli esempi seguenti:

L

La retta PB ructando in-
torno al dato polo P seghi
un’altra retla fissa AB. Si cer-

B\ BN ca il rapporto delle flussioni di
quei segmenti AB e PB.

Avanzi la retta PB dalla sua posizione PB ad una nuova PR,

Su PB’ si prenda PC uguale a PB stesso, e per il punto P si con-
duca una retta che incontri AB in un punto D tale che I’angolo
B PD sia uguale all’angolo B’BC; per la similitudine dei triangoli
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R'BC, B’PD, Vincremento BB’ sta all’incremento CB come PB’
staa B’D. Ritorni ormai 2B’ alla sua posizione primitiva PB in
modo che quegli incrementi svaniscano; l'ultima ragione delle quan-
titd evanescenti, ciod l'ultima ragione di PB" e D', & il rapporto
che hanno PB e DB, quando 'angolo PDB & retto; per conse-

guenza & questo-anche il rapporto- della flussione di. AB e della
flussione di PB.

IL

Una retia PB ruotando intorno ad un dato polo P seghi alire

due retie fisse AB e AE in B ed in E: si cerca il rapporto delle

flussioni di quei segmenti AB ¢ AE.
Avanzi la retta ruotante PB dalla sua posizione PB ad una
nuova P che seghi le rette AB, AE nei punti B/, E’. Ed alla

retta A si conduca la parallela per B che incontri 2B’ in un punto

.C; sara

BB : BC=AB : AF

BC: EFE = PB: PE.
Moltiplicando fnem:bro a membro le due uguaglianze:
BB : EE'= (4B <X PB) : (AE' < PE).

Ritorni ora la retta B’
alla sua posizione primi-
tiva PB; | incremento
evanescente B’ stard al-
[incremento  evanescente
EE come ABX PB
sta ad AE X PE, e per-
c1d guesto @ il mapporto
della flussione del segmen-

to AB afla flussione del 7~
segmento AFE.

- Quindi se una retta ruotante PB sega in due punti B ed E
due curve fisse qualsiansi, e due rette, {questa volta mobili} 4B,
AE sono tangenti a quelle curve nei detti punti B ed E, la fussione

. della lunghezza della curva toccata dalla rétta AB sta alla flussione -
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della curva toccata dalla retta AE come ABX'PB sta ad
AE X PE.

Cio accadrd pure se la retta PB rimane ‘sempre tangente a
una terza curva fissa in un punto mobile P,

I1I.

La quantité x fluisca uniformemente, -e sia da trovarsi la flus-
sione della quantita x*. ' '

Nel tempo in cui la quantita x fluendo diventa x - h () la
quantita x" diventa (x + k)", ciod, secondo il metodo delle serie
infinite: : ' '

nfn—1)

xn . nhxn—l - ____2,,_;12’.‘_1-1—2 -+ ...

n(n—1)
2

Gli incrementi A e nhx™ 4 ~———2 Bx"% ¢ dtanno fra

n{n—1)

loro come | sta a nx"! + N

Se ora quellincremento svanisce, la loro ultima ragione sard

| :nx™1

Con simili argomentazioni, mediante il metodo delle prime €
delle ultime ‘ragioni si possono calcolare le flussioni delle linee

rette o curve in casi qualsiansi, come pure le flussioni delle super-

ficie, degli angoli e delle altre quantita. :

E poi in armonia con la geometria degli antichi, fondare cosi
Panalisi sulle quantity finite, nascenti od evanescenti. Ho voluto
con ci6 dimostrare che nel metodo delle flussioni non & necessario
introcdurre nella geometria figure infinitamente piccole (2). Si pud

() La lettera h corrispondente alla notazione modema & staba sostituita
alla lettera o wusata da N.

L'esponente n pud essere imtero o frazionario, ‘positivo o mnegativo.

(*) Nell'accenno alle figure infinitamente piccole & forse nascosta una
critica implicita a LEIBNIZ che nel Nove methodus pro maximis ef minimis....
(1686) faceva intervemire quantty infinitesime; v. la traduzione in questa
Appendice pag. 147.
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pertanto eseguire [analisi su figure qualsiansi, sia finite, sia infi-
nitamente piccole, che vengono considerate simili alle figure eva-
nescentl; si pud «cosi procedere, sia pure con cautela, sulle figure
che di solito sono ritenute infinitamente piccole mel lmetodo degli
indivisibili, ) ;

Date le flussioni, trovare le fluenti (*) & un problema piu diffizile,
e il primo passo della soluzione equivale alla quadratura delle cur-
ve; di cid che segue su tale argomento ho scritto da tempo. -

SULLA QUADRATURA DELLE CURVE

Considero in «¢id che segue quantity indeterminate crescenti
o decrescenti come per un moto continuo, ciod fluenti o defluenti
e le indico mediante le lettere z, ¥, x, u, e rappresento le loro flus-
sioni o welocitd con icul crescono mediante le stesse lettere puntate
z, 4, X, i .

Vi sono anche le flussioni di queste flussioni o mutazioni pilt
o meno celexi, che & lecito chiamare flussioni seconde delle zZ, Y
x, u stesse ¢ indicare con z, g, X, ¢; e le flussioni prime di queste

o flussioni terze delle z, y, x, u, vengono indicate cosi: %, U, X, U,

e le flussiont quarte Z, g, %, u.

E come %, §, %, 4, sono flussioni della quantith %, ¢, x, u,
e queste sono flussioni della quantity z, g, %, &1, queste ultime sono
flussioni delle quantity primitive z, gy, %, u. )

Similmente ‘queste quantith z, y, x, u, si possono considerare

Ce T e - R /A
come flussioni di altre che indichers cosi: z, g, x, u; e queste somo

.« s qe oo u . TR
flussioni di altre z, y, X, u; € queste di nuovo flussioni idi altre

i it
2
z, 4, % u (?).

(*) Ciod integrare un’espressione data.
" () Mentre le notazioni algebriche antiquate del testo sono state sostituite
con quelle moderne, sono stati invece comservati i simboli caratteristic del
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.

Dunque z, z, z, 2, % Z, %, 7, etc. rappresentano una serie
di quantith delle quali una qualsiasi 2 flussione della precedente,
ed ogni quantith & una fluente che ha come sua flussione la se-
guente. Di questo tipo & la successione:

[ | R | )
Vaz— 2*, Vaz—2*, Vaz — #*,

Vaz—2*, Vaz =2, Vaz = 2,

cos] pure la successione:

az+2* az+2* az+2' az+ 7' az -+ az-+ 2

’ ’

@~z @—z a—z a—z a—z a—z

Ed ¢ da notarsi che una quantity qualsiasi di jqueste succes-
stont sl pud considerare area di, wna figura curvilinea di cui la
quantita seguente a quella che si considera g l'ordinata in un
. N N . . N . el N
sisterna di assi ortogonali, e l'ascissa & z. Cosi Vaz — a® & larea
di una curva di cui Pordinata & Vaz — z* e lascissa & z.

A che cosa miri tutio questo, risulterd chiaro nelle propo-
sizioni che seguono. . g

PROPOSIZIONE 1 .

ProBLEMA 1. Data un’equazione che contiene un numero
qualsiasi di quantits fluenti, trovare le flussioni.

SOLUZIONE. - Si moltiplichi ogni termine dell’equazione (%)
per I'esponente di una delle quantith fluenti contenute quel
termine, e mnei singoli pmdotti’_so.ttenﬁti, si sostitmisca la relativa
flussione ad uno dei fattori della potenza [[cid si faccia per cia-
scuna delle fluentif; la somma di tutti questi prodotti con i loro
segni sara la nuova equazione,

calcolo infinitesimale di N. Analogo criterio era stato seguito da G. Kowa-
LEWsKI nella sua traduzione gid citata.

I simboli con cui N. indica le flussioni sono ancora wsati in meccanica
razionale per rappresentare le derivate rispetto al tempo.

(') Sottinteso: razionale intera.
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SPIEGAZIONE. - Siano a, b, ‘c, d, .... quantita determinate
e costanti e sia dala una equazione contenente quantity fluenti
qualsiasi z, y, x, ... come:

n B — oy’ + atz— b =0.

S1 moltiplichino dapprima i tenmini per gli esponenti delle po-
tenze di x e nel singoli prodotti al posto di m fattore x, alla prima -
potenza, si scriva x; la somma degli addendi sard:

3xx® — xy* .
Alwrettanto si faccia per y e si otterrd:
‘ — 2xyy .
Cosi pure si faccia per z e si ofterra:
a’z.

Si ponga la somma di questi addendi uguale a zero ke si avra

" I'equazione: -

3xx* — xy* - 2xyy +a’z =0,
Dico che con questa equazione si defimisce la relazione tra le
flussioni delle grandezze z, y, x.

DimmosTRAZIONE ('), - Infath, sia h una quantita molto
piccola, e siano N
-~ hz, hy, hx
momenti delle quantity z, y,-x, ciod incrementi momentanei sin-
croni. Se le quantitd fluenti sono inizialmente z, y e x, queste dopo
un momento, aumentate dei loro incrementi
hz, hy, hx
diventano .
z+hz, y+hy, x+ hx.

Queste espressioni scritte nell'equazione (1) al posto di z, g, z

(*) Cfr. la spiegazione data a pag. 85 del presente volume.
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danne luogo all’equazione:
x* v 3xthi 4+ 3xh*t” + B — xy® — hiy® — 2xhiy — 2zl gy —
- xh'y — iy + a’z + hz — B =0 .

Si sottragga da questa, membro a membro, 1'equazione (1)

e si divida per h #l msultato; iotterremo
3ix® -+ 3xthx + X°h — xy* — 2xiyy — 2ihgy — xhyt —
— b’y + a*z=0.
Si faccia ora tendere a zero la quantithy soppressi 1 ter-

mini evanescenti resterd:

3xx* — xy? — 2xgy + a®2 =0 .
c. d. d.

SPIEGAZIONE COMPLEMENTARE. - Nello stesso modo, se
I’equazione fosse:

X —xgt +aVax —yg* — =0,
si otterrebbe:
3’y — xy* — 2xyy + @ \/E"? =0.

Se si vuol far sparire la flussioneVax — y* sl ponga:

\/ax —y'=z
€ sara:
2

ax —y* =2z .
Di qua, per cio ‘che st & detto,
ax — 2uyy=12zz ,
da cui

ax— 24y .
2z 2

—_ZVax-—?—\ax v .
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E quindi
a*x—2a’yy
2 Vax»— u
Mediante operazioni ripetute si giunge alle flussioni seconde,
terze e seguentl.
Sia 'equazione data:

0.

3x%x — iy® — 2xiy +

zg —zt+a'=0;
sl ofterrd per l'operazione prima:
zy® -+ 3zyy* — 4228 =0;
per la seconda:
2y + Ozgy* + 3zgy® + 6ziy — 422° — 122222 =0,

per la terza:

zy® + 9z gy* + 924y + 1824y + 3zyy® + 18zijiy + 624 —
— 4zz — 36zzz* — 247% 2 =0 .

Ma  quando cost si giunge alle flussioni seconde, terze, e
seguenti conviene considerare una delle variabili come uniforme-
mente fluente e invece della sua flussione prima scrivere I'unitd, e
al posto delle flussioni successive zero.

Sia l'equazione precedente

zys—z4+a*=.0;
z fluisca uniformemente e sia la sua flussione 'unith. Per Popera-

zione prima si otterrd allora:

y® -+ 3zgy* — 428 = 0;

per la seconda:

6y’ + 3zyy® -+ 6zyty — 1222 =0

per la terza: )

y* + 1847y + 3zyy® + 18zgyy + 6z — 24z =10 .

Nelle equazioni di questo tipo conviene che 1 termini siano
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dello stesso ordine |<:|omplesswo nel riguardi delle flussioni [ciod la
somma ‘deghi ordini delle flussioni che icompaiono n ciascun
termine deve essere costan.te] premsamente conviene che tuttl 1
‘termini siano del primo orchne y, z; o tutti di secondo, g, g,
gz, 2%; o tuth di terzo: ¥, i, Yz, yyz, yz8, 23, ete. E quando
la cosa sta diversamente, comverrd completare ['ordine del  ter-
mine moltiplicando per la flussione sottintesa della quantith che

ftuisce uniformemente [Z]. Cosi I'ultima equazione,  pertata al °

terzo ordine diventera (%)

Yzyy* + 1824ty +- 3zyy + 18zyyy + 6zy — 24zz% =

PROPOSIZIONE 11

9

ProBLEMA 1. - Determinare curve che si possano quadrare (%),
Sia ABC la figura da ricercare (v. fig. di pag. 115), BC

I'ordinata ed 4B [asc1ssa. Si prolunghi CB fino 'a D in modo

che sia:

BD =1

e si completi 1l parallelogramma’ ABDG; le flussioni delle aree
ABC, ABDGC, staranno fra loro come BC sta a BD. Si prenda
dunque un’equazione qualunque con cui si definisca una velazione
fra le aree predette; si otterrd la relazione cercata tra le ordinate
BC e BD con il metodo della proposizione I. Esempi di questo
procedimento si hanno nelle due proposizioni seguenti,

() Non appare ben chiaro quale vantaggio intendesse di raggiumgere N, con
questa inlroduzione di omogeneith. Forse egli vi accenna per Vapplicazione che
ne fa pitt tardi mell'integrazione di un’equazione differenziale del primo ordine,
v. pag. 142 di questa traduzione.

L'omogeneitd si presenta naturalmente quando, come sopra, z, y, x, sono
funzioni di una stessa variabile che non entra esplicitamente, rispetto alla quale
si eseguisce la derivazione.

(") Ciot determinare funziomi di cui lmtegrale sia g3, noto. N, rag~
giunge lo scopo derivando una funzione nota.
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PROPOSIZIONE 111
TEcREMA [ (1) - Si indichi con z tanto 'ascissa 4B quanto
l'area ABDG o AB X 1 e si ponga: :

e+ fz2" + gz - hz* + . = R;
sla pol v
& . R
Varea di una curva. Lordinata della curva sarhy allora
BC=[%e+ (5 + An)fz" -+ (5 + 2n)gz*" +
+ (3 4+ 3mh® + L8R

DIMOSTRAZIONE. - Infatti se ponlamo:
2R —u,
sara per la proposizione I
3229 RE 4+ AP RR =

Nel primo termine dell’equazione invece di R* si seriva RR?
e nel secondo zz®' invece di 2¥ e siavra:

(32R + 1zR)z*R =4
Ma avevamo posto
R=e—+ 2"+ gz* + hz® + ...
Quindi per la proposizione I sard:
R= nfiz"™" + 2ngzz*"1 4 3ph3z" ' + ...

Sostituiti questi valori di R ed R nell’espressicne di iz, € scritto BD

‘ciod 1 invece di z si oftiene:

[Se + (3 + dn) f2" + (3 + 2hn)gz™ +

+ (3 + 3z v L2 TRM =4 = BC
c. d. d.

() Risulta dal seguito che in quesio e megh analoghi enimciati n & un
numero intere positivo o megativo, menire &, A, ... possono indicare anche

numert frazionar: positivi o negativi.
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PROPOSIZIONE IV

TEorEMA II. - Llascissa AB della curva si indichi con z
e sl ponga:
e+ fz" 4 gzt o+ hz¥ 4 iz | =R,
k4 I2" + mz™ 4+ pz* 4 gz# + . =S,
Sia poi '
z% R+ Sp

T'area di una curva. Sari allora lordinata: .

BC = { ek +[(s + Mn)fk + (5 + pn)el]z" +

- Da)gh 4+ (3 + dn o+ un)fl+ (3 + 2un)em]e? +
+ (5 + 2+ pa)gl + (3 -+ dha -+ 2un)fm + .. ]2%" +
(% 4 2hn + 2un)gm 4+ ] 24"+ L 2 RIS

Si dimostra come la proposizione precedente.

PROPOSIZIONE V

TeoREMA III (1), - Sia z Tascissa ¢
22 7IR g 4 bz" 4 2 + dzP + )
l'ordinata di una curva assegnata, ove R indica 'espressione

R=e+ fz" + gz*" 4 hz*" + ...
Allora, posto

3
;:r, r—l—)\:s, s+)\:f, t—!—)\Eu, s

(") Vien qui risolto il primo problema di calcolo integrale (calcolo inverso

delle flussioni): quadrare una curva di cui & nota I'equazione. N. considera
solo equazioni scritte in forma particolare.
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area della curva sard data ‘da

L b s+ 1\ fB— g4
Q‘}Rl L n M»_I__n Z‘n_'_
z re & r+De {r+2)e S

1
;d—(s+2)fC-—(t+ NgB — uhA
3n 4+
—+ (r T+ 3)e z
Qui 4, B, C, D, .... denotano i successivi coefficienti della serie
chiusa tra parentesi quadre, coi rispettivi segni, e precisamente

A_rl]_a B_rllbﬁsz
e’ T

’lrc—(s+f)fB——tgA
G+ €= C+De oF

DimosTRAZIONE. - Consideriamo le seguenti 'ordinate i
curve: '
1) [sed~+(5+In)fdz"+ (5+2n)gAz*" + (3+3n)hAz" +. ] R
2) [(5+n)eBz" +(-+n+in)fBz*+(5+-n+2hn)g Bzi"+.. |z RA—1
3) [((5+2m)eCz*” 4 (34204 hn)fC¥+-,. |21 R
4) _ [(5+3n)eDzP"+. ]2 R |
Le aree delle curve di cui sopra, in base alla proporzione I11
saranmo rispettivamente:
1) AR |
2) Bzt RA |
3)’ Czo R ,
4) Db+

E se la somma delle ordinate si pone uguale all'ordinata di
una nuova curva:

(a + bz" + cz* + d2%" + )R-

() Vien qui supposto, come poi N. dira, che r, r+ 1, r+ 2, ... siano
diversi da zero.
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la somma delle aree
2PRMA + Bz" + Cz* + Dz + ..)’
sara uguale all’area di questa curva (%) »
Uguagliando 1 termini corrispondenti melle due ecspressioni della
ordinata della ‘curva, si avra:
a="%eA,
b=‘(‘3‘+ An)fA + (34 n)eB, v
‘ c=E+2n)gd + (5 + n—+ in)fB + (& + 2n)eC
e quindi -
_a
5—; 2
b — (3 +n)f.
B (3 + n)e
_c—(5+2m)gd — (5 +n+ n)fB
- (3 + 2n)e St

C
e cosl via all’infinito.
Ponendo ora:
-
—=r,r+A=3s, s+A=1{, etc
n

e sostituendo mell’espressione dell’area ‘
2R (A4 + Bz* + Cz** + D%+ ),

i valori trovati ad 4, B, C, .... risultera la serie dell’enunciato.

Qui & da notare che ogni ordinata si puod sviluppare in serie
in due modi. Infatti I'esponente n pud essere positivo o negativo.

Si consideri 'ordinata: .

3k — I2*
2 Vhkz — 12 + mzt

Questa espressione pud anche scriversi:

273 3k — I (k — I2* + mz¥)7%,

(*) Vien qu appi.incé.na la propriets ‘additiiva dell'integrazione: I'integra-
zione della somma & la somma degli integrali delle parti.
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.
O Cosi:

£ Lo 3k b )
Nel 'Pﬁ'mt) caso,

- a=3k; b:‘0;1c=—l; 'e-:’fk; f:()s g=— l; ,h:m
7\=2f_; n=1; 3—1:——%; v = _g=r; s==—1;

i=.—%; u=0,

Nel secondo caso:
a=—10;b=0; c=3k; e=m; f=—1, g=0; h=
S T F J T YO TN

L
2’
{=2; u7:2+%

Si deve tentare I'uno e l'altro caso. Se I'una 0 Ialtra delle serie
si interrompe ¢ termma perché i termini vengono a mancare, si
avra l'area della curva in termini finiti, \

Cosi nel primo caso di questi esempi, se si scrivono mnello svi-
luppo in serie 1 valori @, b, ¢, e, f, g, h, A, S, #, s f, u, i i
termini dopo il primo fino all'infinito svaniscono e 1’area della
curva risulta: ‘

_Jo 3
_ 2V&_L;%_ﬂ£ _
: ‘ V-4

E quest’area per il segno negativo giace sul prolungamento
dell’ascissa al di 13 dell’ordinata. v

Infatti ogni area positiva & adiacente tanto all’ascissa quanto
all'ordinata (*); I'area negativa invece cade dall’altra banda de-
terminata dall’ordinata ed & adiacente al prolungamento del-
I'ascissa, rimanendo naturalmente invariato il segno dell’ordinata.

In guesto modo una delle due serie, e iqualche volta 1'una
¢ I'altra, termina e risulta finita se la curva si pud quadrare geo-

('} Appartiene all’angolo retto formato dai semiassi positivi.

9
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metricamente (*). Ma ise la curva non ammette tale quadratura,
ambedue le serie continueranno all'infinito, ed una di esse con-
vergerd e dard l'area per approssimazione, Va escluso pers il caso
che r sia zero o un numero intero negativo (essendo .allora ['area

. . ” . z .

infinita). Si deve anche escludere !'ipotesi che S sia uguale al-
* Y z ~ i ’ LAY M -

I'unita. Se , & minore dell'unita converge la- serie delle potenze

positive di z; se ‘—: & maggiore dell'unitd converge la serie delle
potenze negative (%). Nel primo caso I’area & adiacente all’ascissa
condotta fino all’ordinata [1° quadrante], mell’altro & adiacente
all’ascissa prolungata al di la ‘dell’ordinata. -

Si osservi inoltre, che se l'ordinata & I prodotto di mn fat-
tore razionale Q, e di un fattore irrazionale irriducibile R™, e la
base R del fattore irrazionale non divide il fattore razionale Q,
bisognera poire

A—1l=m=x

R~ =Rr,
Se invece la base del fattore irrazionale R divide il fattore

razionale una volta, porremo

Ae—ml=m+1

R¥—1 = Rrt1.
se lo divide due volte porremo:

r—=1l=n+2,

() Ciot, se Varea pud calcolarsi mediante operaziomi wazionali od estra-
zioni di radici sopra funzioni razionali dell’ascissa.

(*) La questione della comvergenza o divergenza della serie esige una
discussione molto pit accurata, ove si tenga conto della convergenza o diver-
genza della serie rappresentante I'ordinata data.

La questione potrebbe oggi trattarsi rapidamente in base al moto teo-
rema sull'integrazione delle serie di polenze. - [
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se tre:

A—l=7n33

e cosi via. S

Se l'ordinata & una frazione razionale irriducibile con un
denominatore composto di due o pilt termini, si deve scomporte
il denominatore nei suoi divisori primi. Se vi & qualche divisore
cul messun altro & uguale, la curva non si pud quadrare (*). Se
invece vi sono «ue o pitt divisori uguali, & da scartarsi uno di
essi; e se ancora ve ne sono due o pit tra loro uguali e disuguali
ai precedenti, & anche da scartarsi uno di essi, e cost ancora
per tutti quelli uguali se ancora ve ne sono: poi il divisore che
rimane, o il prodotto di tutti i divisori che rimangono se sono piu
di uno, si deve porre al posto di R (2) e il quadrato del suo reci-
proco R~ al posto di R¥'. Ma se quel prodotto & un qua-
drato, o un cubo o una quarta potenza, etc., si porra la base
uguale ad R, e per X si prenderd I'indice della potenza 2, 3, o 4,
preceduto dal segno meno. E lordinata deve ridursi al denomina-
tore R2, R3, R* o RR5, etc.

Cosi ad esempio |'ordinata sia

2%z — 828
22t —522 —2* 48z —4

Poiché questa frazione ¢ irmiducibile ed 1 divisori [diversi fra
loro] del denominatore sono i numero pari, ciod:

z—l,z—1,z—1,ez+2, z+2,

tolgo una volta ciascuno det due diversi divisorl e pongo il pro-

() In tal caso lintegrale si esprime per mezzo dei loganibmi, ma non &
il solo caso in cui l'integrale di una frazione razionale non ha caratterc
algebrico,

Un passo ulteriore in questa questione & compiuto da LEIBNIZ in una
nota del 1702 precedente nella stampa questa di N., ma un errore di calcolo
algebrico impedisce a LeBMZ di dare il risultato definitivo che invece fu
stabilito pochi mesi dopo da Giovami BERNOULLI; v. a questo proposito il
presente . volume a pag. 95.

) R & il massimo comun divisore del denominatore e della sua derivata.
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dotto del rimanenti: v
(z—Nz—DN(z+2)=2z—3z+2=R;
ed 1l reciproco del suo quadrato % o R~ farale veci di RM1.
Quindi riduco I'ordinata al denominatore R? o R™=* e ottengo

(28 — 22 + 2)*’

N
cloe

258 — 9z -+ 2) (2 — 2z + 22,

E quindi: .
a=8; b=—9; ¢c=0;d=1;
e=2; f=—-3; glzo; h— |;
Ar—l=—2; k=1 ; n=I: ¥—1=3; 5=4=r; s==3;1=2; u=1.

Introdotti questi valori nella serie che fornisce I'area, questa risulta:

ZA

2 —3z+2°
nella serie ogni termine dopo il primo svanisce.

Se infine 1'ordinata ¢ una ifrazione mriducibile, ed il suo deno-
minatore & il prodotto di un fattore razionale Q e di un fattore
irrazionale irriducibile R7, si devono trovare tutti i divisori primi
della base R, e si deve scartare una volta ciascuno del divisori
diversi; il fattore razionale Q va moltiplicato per i1 divisori che
restano, se ve ne sono, se il risultato & uguale alla base R, o ad
una potenza di quella base, il cui esponente sia un pumero intero,
ad es. m, si porrd :

l—[v:—'ir‘—- m

RA=R—nmm™,
Cosi, ad esempio, ['ordinata sia:

3¢® — q¢*'z -+ 9¢°2* — g¢*2® — 6qz*

@— VG +¢z— g2 — 2
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Poiché la base del fattore irrazionale
R=¢g+q¢z2—qz*— 2
ammette 1 divisor
gtz 9+z;q9—2z;

che sono di due valori diversi, scarto un divisore di ciascun va-
lore, ‘e moltiplico il fattore razionale (q2—z%) per il divisore

(g + z) che rimane. E poicht il risultato

q' + qz z— qzz —z8

¢ uguale alla base R, pongo

m==1T;
essendo poi

si avra:
4
N = —
I==3
Riduco dunque I'ordinata al denominatore:

4
ed ottengo:

z°(3q'é+2q5z~1-8q4zz +8¢°2 —7q*2t—6q2°)(q*+ g'z—q*—2°) % .
Confrontando con la formola del teorema avrd
a=3q¢% b=2¢; .. ‘
e==q"; f=q ..
1

y—1=0: Y=1=n; )\=--§, r:]}; 3:3’; 25; u=0,

Scritti questi valori nella serie che da I'area, questa risulta:

‘ 3¢z + 3¢z2°

3,
V@t + gz — gz* — 2

‘In tutta la -serie ogmi termine. dopo il terzo svanisce.
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Si omette la Proposizione VI, Tecrema IV, dove éu.n lo stesso metodo
& trattata l'ipotesi che l'ordinata della curva si presenti come prodotto di
qualiro fattom’ '

28—t RA—1Sp—4(q - bz - c2?? 4 ...),

essendo S, come R, uno sviluppo in: serie di potenze i =,

PROPOSIZIONE VII

TEoREMA V {*). - Si ponga jcome sopya:

e+ f2"+ g2 + .. =R
¢ sla
Z¥Fno Ritr
I'ordinata i una curva. Se supponiamo costanti ¥, n, A, e, f, &, -
e facclamo variare ¢ e t© nel campo dei mumerl interi, ottemiamo
infinite curve, Ora si afferma che se son note le aree di alcune di
queste curve, le aree di tutte le altre possomo ricavarsi [linearmen-
te]. E precisamente se I'espressione [RR] sotto il segno di radicale
& binomia, basta la conoscenza dell’area di una sola di quelle
curve; se ¢ trinomia, basta la conoscenza delle aree di due curve;
e cosl via. ‘ : .
Si tenga presente che il nrome di R wa computato tenendo conto:
anche delle potenze di x con coefficienti mulli. Cosi 'espressione

at — ax® + x*

sotto un radicale deve riguardarsi cinquinomia (rispetto ad x; n=1),
contando 1 termini mancanti x e x; invece

: . at+ x*
& un binomio (rispetto ad x*; n=4), e
3

x
at + xt— 7,
a

¢ un trinomio (n = 4).
La proposizione enunciata cosi si dimostra:

(") Abbiamo tradotto liberamenie questo enunciato perché la formu-
lazione originale mon ci & apparsa molto chiara,
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Caso 1 (*). - Siano le ordinate di due curve:
pz'ﬂ‘.-—l R»1
o and
Le loro avee siamo rispettivamente pA4 e ¢B, mentre R & un
trinomio ‘
e+ f2" + gz*".
Tenuto conto che, per la proposizione III,
2 R
& Varea della curva di cui Uordinata &
[Ye 4+ (5 + dn)fz" + (3 + 2hm)gz*"|20 R,
si sottragga la somma delle ordinate e la somma delle aree delle
due prime curve, rispettivamente dall’ordinata e dall’area dell’ul-

(* N. vuole in sostanza -dimostrare qui che se R & mn trinomio

R =+ fo" +- gz®

allora tra gl'integrali
A= [—RA—4dz, B= [z&+u-im—uz', C = [z42n—t Ri—ids
passa, per valori convenienti delle costemii p, g, 7 T'identita
M ' pA 4 qB—rC— 2 R,
Infatti ‘derivanda la (1) si micava la relazione
A RA—(p-qar2) == 20—RA—A[Fe-+-(3-+-An)fe -+ (9-4-2hn)gz?]
la quale & soddisfatta ponendo:
p="te, g=(F+An)f, r= (3 + 2An)g.

Dalla (1) si ricava uno dei tre integrali 4, B, C, p. es. C quando sian
noti gli altri due, purché il relativo coefficiente, ad esempio r= (%+ 2Zxn)g
non sla Zero.

Se invece ¥ 4-2An e quindi r & zero, la (1) d& 4 mediante B e per
avere i valori dei successivi integrali del tipo

[zﬁ‘-{-”o—i R¥—1idz  (per o intero)

occorrerh partire ad esempio dai valoxi supposfi noti di A e C oppure di
B e C. ‘ '
Questo in sostanza deve intendere N. con 'avvertenza che si trova verso

la fine del caso 1 (pag. 136).




136 APPENDICE,

tima; sard
¥e—p -+ [(5 4 m)f — gl + (5 + Zim) gon ] st-1R2
I'ordinata di una nuova curva, e '
2R~ pd — ¢B
sara 'area della curva stessa,
Attribuiamo ora i seguenti valori a p e g¢:
P=7Se
g =+ kn)f;
l'ultima ordinata diventera :
(5 + 2hn)gznz0—1 Ri—1
e l'area corrispondente ‘
2R —ved — (5 + An)fB .
Dividiamo I'una e Ialtra espressione per
’ (> + 2hn)g
e chiamiamo C I'area che ne risulta. Detto y un mumero qualsiasi,
vediamo. cosi chie rC sard [area della ourva di cui Uordinata &
’ zﬂu-f—zn—i R—1 ’ ‘
Con o stesso procedimento. col quale dalle aree p4 e gB abbiamo
trovato 1'area rC corrispondente all’ordinata
rz'&+2n—-—1 R).,—l‘ s
si potrd anche dalle aree gB ed C ottenere una quarta area,
poniamo sD, corrispondente all’ordinata
‘ ' ’ 5z0+8n—1 1
e cosl via fino all’infinito, v
~ Analogo 2 il procedimento relativo alla successione che dalle
aree B ed A si svolge in direzione contraria,
Se qualcuno dei termini:
3, B—f-ln, S+ 2kn, ore )
si annulla ed interrompe la serie, si prenda l'area pA4 éomne prin-

cipio di una successione, ¢ 1’area gB come principio di un’altra

" sucoessioni,
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e da queste due aree si ricavano tutte le aree in entrambe le

Viceversa da due altre aree scelte ad arbitrio si pud risalire
mediante P'analisi alle aree 4 ¢ B di modo che da due aree
date si ricavano tutte le altre, ¢ d. d. :

Cosi abbiamo trattato il caso di una cwrva nella cui ordinata
l'l-espoment‘e di z aumenta o diminuisce per I'aggiunta o la sottra-
zione della ‘quantita n. Un secondo caso & quello in ‘cui I'espo-
nente A aumenta o diminuisce di unitd.

Omettiamo la discussione di questo 1 caso come pure del 111 (caso misto)
e del IV ove si suppone che R sia un quadrinomio; il procedimento & ana- "
logo a quello ora seguito. Cosi pure omeitiamo la Prop. VIII, teor. VI ove
un risultate consimile viene stabilito per curve le cui ordinate rientrana .
nella forma . '
znﬂinaRgi 'rspiv

dove ¢, 7, v variano nel campo dei numeri inter,

PROPOSIZIONE. X

TEoREMA VII. - Sono uguali le aree di due curve le cui
ordinate siano inversamente proporzionali alle flussioni delle ri-
spettive ascisse. .

Infatt in tal caso saranno uguall i prodotti delle ordinate e
delle flussioni delle rispettive ascisse, € lquesti prodotti sono ap-
punto proporzionali alle flussioni delle aree (%),

() Traduzione del teorema VII in formule analitiche: da
Y dx

y d2

segue

f YdX = f yde

modificando opportunamenge: 1 limiti d'integrazione.

Il Teorema serve a N. per eseguire ‘particollan ‘rasformazioni di varia- i
bili megli integrali esprimenti le aree richieste, come provano gli esempi da
lui dati, dei quali riportiamo idue contenuti nei corollari eV,
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‘CoROLLARIO 1. - Se si prende una relazione qualsiasi tra le
ascisse di due curve, € poi in base alla proposizione I 'si cerca
una relazione tra le due flussioni delle lascisse stesse e si pongono
le ordinate inversamente proporzionali alle dette flussioni si pos-
sono trovare inmumerevoli curve di cui le aree saranmo tra loro
uguali. '

CoroLLARIO IJ. - Cosi infatti, ogni curva di cui |'ordinata @:
287 e + fz" + g2*" + L)
chiamando v wna quantita qualsiasi e pomendo
=8, 2=k
si trasforma in un’altra d’uguale area di cui 1’ordinata &:

v ybmn
X (e + fx¥ + gx¥ + .. )

CoroOLLARIO V. - Ogni lcurva la cui ordinata sia
2 e 4 f2" + g2+ L)

si trasforma, col porre

[
—=x,

z

. , , ‘ .
in un’altra d'uguale area, avente per ordinata

|
e+ o g L

ossla

xﬁ+1-‘Tz)\(f i Cxﬂ)_l,
se enltro parentest v’ un binomio;
S ION (g + A" +ex’) |
se v'& un trinomio, € cosi ivia.
Si omeitono i corollari 111, 1V, VI, VI, VIIL IX e X.

Si omette pure la Prop. X, Problema III ove si trattano casi di curve
le cui quadrature possono ridursi mediante opportune trasformaziont a gqua~
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drature pit semplici. Questo paragrafo contiene estese tabelle di equazioni
di carve che si possono quadrare direttamente o le cui quadrature possono

ricondursi alle determinazioni & aree limitate da un arco di ellisse od iper-
bole e da rette.

PROPOSIZIONE.  XI '

. Contiene 1 TEoREMA VIII (senza dimostrazione) il cui enunciato, nella

forma geomelrica adottata da NEWTON, riesce alquanto oscuro. Col nostre

simbolismo 1l teorema pud presentarsi cosi:
Si parta dalla curva y=7(x) e si costruisca mediante ripetute integra-
Zioni una prima successione di curve le cui aree siano

x @ x
Fu) = (£, fu) = [Filx)dx, fylx) = [Fx)de. .
0 0 . ]

Si formi poi una seconda successione dii curve aventi rispeltivamente Je aree

t £ ? :
A= f f()dx, B= f f (x)dx, C_—.If < (x)dx, .
i3 0 0

dove { & un valore qualsiasi dell'asc’ssa; e finalmente una terza successione

di curve aventi le aree
t ¢ » t
P—= [ fxydx, Q= f (—x) f(x)ds, R= f ({—xF(x), - -
0 0 6

Fra queste aree passano le identith (rispetto a )
A =A=P
fHH=t4—B=Q

|

fil) =5 (2Ad—2B+ )= R

t
21 21
1 ]
flH= 37 (84 —32B+ 31C — D)= 31 S
e cosi via, ' .

1l teorema pud giimostrélnsi o integrando per parti i prodetti sopra anidi-
cali o, pil rapidamente,’ confrontando e derivate mispetto a ¢ del due membri
delle identita 'da idmostrare.

Segue un COROLLARIO il quale afferma che se si sanno quadrare le curve

aventi le ordinate

v, xy, <%y, x3y, ..., oppure ¥, 1y, 2y, By, .,
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si sapranno quadrare anche le curve aventi le ordinate

F(x), fol@). fox), fu(0)s s

delle quali ordinate clascuna uguaglia l'area della curva precedente,

Riproduciamo integralmente lo ScoLio che ha speciale interesse perche
insegna a .integrare particolari equazioni differenziali,

SCOLIO

Abbiamo gia detto che delle quantith fluenti esistono fhus--

sioni prime, seconde, terze, quarte e icosi via. Queste flussioni
sono proporzionali ai termini di serie infmite convergenti.
Sia per esempio 2" und quantitd fluente che fluendo diventi:

X LZ [rn h)n

e si sviluppl quindi in serie convergente:

—2)

2 - nhz"—" 4~ ’i’lz"_]) Btz 4 "("___Igﬁ__ R I

I primo termine i (questa serie, z", sard la quantita fluente;
il secondo nhz"' sara il suo incremento primo o differenza
prima, alla quale, considerata istantanea, # proporzionale la flus-
. . . n{n — 1), . . .
sione prima; il terzo (—2"2;5’ z"*  sard il suo mcremento
secondo o differenza seconda alla quale, considerata istantanea, &

. . : . n{n— I)("_Z)hs n—3

proporzionale la flussione seconda; 5l quarto —§ k=
sard 1l suo incremento terzo o differenza terza, alla iquale, con-
siderata istantanea, ¢ proporzionale la flussione terza e cosi via
all’mfinito (%),

(*) Per oltenere 1 successivi inorementi (differenziali) di z"™ 1 termini
dello sviluppo di (z + A), vanno in realth moltiplicati rispettivamente per 11,
21,31, .. ’ ’

Losservazione & gid stata fatta da [oH. BErnourLl (De molu corporum...
Acta eruditorum 1712), ristampato in IoH. BErRNouLil, Opera omnia, (Lau-
sannae et Genevae 1742, pag. 535 e 536).

“se 1" ordinata BE (-—
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Queste flussioni si possono poi rappresentare mediante le
ordinate BD, BE, BF, BG, BH, ... delle curve; cost v
Area ADB)\ | o
S T la iquantity fluente, la
sua flussione prima sard proporzionale all’ordinata BD. Se
{  Area AEB\ . . o .
BF (: — 1 )¢ la quantita fluente, la sua flussione prima
sara proporzionale all’ordinata BE ‘e la flussione seconda all’or-
. Area AGB
dinata BD. Se BH (: S
sue flussioni prima, seconda, terza e quarta saranno rispettivamente
proporzionali alle ordinate BG, BF, BE, BD (V).
Appogiandosi su cid v
che precede, nelle equa- ‘ ' / o
zioni che contengono :
soltanto due incognite
delle quali una & quan-
tita fluente uniforme-

) & la quantity fluente, le

mente, e Paltra & una
flussione  qualsiasi  di
un’altra quantita fuen-
te, sl pud trovare que-
st’altra fluente mediante
quadratura di curve (?).
Si  rappresenti infatti
la  flussione mediante
T'ordinata BD. Se questa ¢ la flussione prima, si cenchi 1’area
ADB=BE X 1; se. ¢ la flussione seconda si cerchi 1’ arca
AEB=DBF > 1; se ¢ la flussione terza s cerchi 1 area
AFB =BG X 1, ete.

Ma anche melle equaziomi che contengomo la fluente e la
sua flussione prima senz’altra fluente, o due flussioni della stessa

A B C

() N divisore o moltiplicatore 1 (unita di lunghezza) & imtrodotto da
N. per ﬁs»pe:ttare l’omogeneité. ) .
(*) Si tratta dell'integrazione di un’equazione differenziale del tipe

g =f().
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fluente, la prima e la seconda, o la seconda e la terza, o la
terza e la quarta, etc. senz’altre fluenti, si possono trovare le
fluenti mediante quadratura delle curve (1).

Si abbia ad esempio |'equazione

a*u — au + o*
dove:

u=BE, a=BD, z=AB, 5=1.
L’equazione data, completando le dimensioni delle flussioni,
diventa:

_ a'u = auz + u'z,
ossta :

sara allora:
—2 =
au + o
ey a’
e guadrando la curva di cui I'ordinata & -—s ¢ l'ascissa u
. T au-+ b
si avrd la fluente z (2):

Aliro esempio: sia data l'equazione

9

a’u = au *

dove:

u=BF, «=BE, i—=BD, z= AB.

Mediante la relazione tra i@ e &, ossia BD e BE si troverd la

(") Integrazione per quadvature ‘di equazioni differenziali del tipo
. : f(y, y') =0,
o pill in generale
F', g+ =0,
(® I metodo seguito da N. per integrare questa equazione différenziale,
equivale a quello in uso oggi, in cui la derivata & indicata come rapporto di
differenziali.
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relazione tra AB e BE, come nell’esempio precedente. Pol me-
diante questa relazione, si troverd la relazione tra AB ¢ BF qua-
drando la curva AEB.

Le equazioni che contengono tre quamtith incognite, talvolta
si possono ridurre ad equazioni che ne contengono soltanto due

e in questi casi le fluenti si trovano a partire dalle flussioni come

sopra. ;

Sta data ’equazione:

a— bxm — nyny 4+ dym]f .
Si ponga:
y'y=1u
e sl otterra:

a~— bx™ = cxu + di* .

Questa equazione, se si quadra la curva di cui l'ascissa @ x
¢ Pordinata @, di Varea u. E 'altra equazione:
y”g =]
risalendo alle fluenti da
I,_,_ n+1
n-+1

- u .

Da cui si ricava la fluente y.

Anche nelle equazioni che contengono tre incognite, e non
possono ridursi a quelle che ne contengono soltanto due, le fluenti
talvolta si ricavamo mediante gquadratura di cutrve.

Sia data 'equazione

(ax™ + bx™)? = rex"'y* + sex’yy" ' — fuy',

mentre

1! secondo membro

rexr—y* + sex"yy* ™t — fuy'
risalendo alle fluenti diventa

PO R A o o 3
exty t+ 1Y -
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Questa espressione, in virtls idell’equazione data, dd dunque area

della curva di cui l'ascissa & x ¢ l'ordinata

{ax™ + bx™)P .
Si ricava di qua la fluente g.
Sia data 1’equazione

o it—1

. yy
xax™ + bx")P = ———=—.
¢ : Ve + fy"

La fluente, di cui la flussione 3

x(ax™ -+ bx™)?
potra comsiderarsi 'area della curva di cui ascissa & y ¢ lor-
dinata €:

S it—1

@y
Ve-+ fy*
La fluente, di cui la flussione &

g dt—1

W
Ve+fy"’

si-potrd comsiderare I'area della curva di cui l'ascissa & y e I'or-

dimata cy_mf_% ora tale area ¢ data da (%)

yPR—
;]Ec\/e+fy”-

() N. rimanda qui ad una formula confenuta nella prima tabella d'in-
tegrali della Proposizione X omessa in questa traduzione. Con la mostra scrit-
tura lequazione differenziale di Newton &

cyt—1 ¢
{ax™ + bx)pdx = —ry dy =d (—f ]/e—i—fy") s
Ve fy® “

2 Vetfyn = f (axm - bx)Pdx .
nf _
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Si ponga dunque ? Ve+fg* uguale all’area della curva
di cui l'ascissa & x e 'ordinata (ax™ + bx™)? e si avra la fluente y.

E mnoto «che ogni fluente ottenuta a partire dalla flussione
prima, pud essere aumentata o diminuita di una quantitd costante.
La fluente cui si risale partendo dalla flussione seconda pud
essere aumentata o diminuita di una quantith qualsiasi di cui la
flussione seconda & nulla. La fluente cui si risale dalla flussione
terza pud essere aumentata o diminuita di una quantitd qualsiasi
di cul la flussione terza & nulla; e cosi via all’infinito.

Inoltre dopo che le fluenti sono state ricavate dalle flussions,
se si dubita della esattezza delle conclusioni ottenute, si cerche-
ranno a loro volta le flussioni delle fluenti trovate, e si confron-
teranno con le flussioni date inizialmente. Se risultano .uguali, la
conclusione & giusta; in caso contrario, le fluenti sono da correg-
gersi in modo che le loro flussioni siano uguali alle flussioni date
inizialmente. . :

Si pud anche assumere ad arbitrio la fluente e correggere.
U'assunzione ponendo la flussione della fluente prescelta uguale
alla flussione proposta, confrontando fra loro i termini omologhi ().

E. con questi principi si apre Ja via verso maggiori mete.

(%) Metodo dei coefficienti indeterminati, del quale N, si & valso in molte-
plici micerche, ’

.
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